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Esquema del capítulo 


En este capítulo estudiamos las sucesiones y series de números. En pocas palabras, 
una sucesión es una lista de números escritos en un orden específico. Los números de 
la sucesión se escriben con frecuencia como a;, 4), 43, . . . . Los puntos significan 
que la lista continúa por siempre. Un ejemplo sencillo es la sucesión 


5, 10, 15, 20, 7, EA 
1 1 T 1 1 
a, i> dy di dg... 

Las sucesiones se presentan en muchas situaciones del mundo cotidiano. Por 
ejemplo, si usted deposita una cantidad de dinero en una cuenta que genera inte- 
reses, el interés ganado cada mes genera una sucesión. Si usted lanza una pelota y 
la deja rebotar, la altura que alcanza la pelota en cada rebote sucesivo es una su- 
cesión. Una sucesión interesante está oculta en la estructura interna de la concha 
de un nautilo. 


1/2 


1/4 
lo 


Podemos describir el patrón de la sucesión mostrada mediante la fórmula: 
a, = Sn 


Usted podría haber pensado una manera distinta de describir el patrón, como, “pasa 
de un número al otro sumando 5". Esta manera natural de describir la sucesión se ex- 
presa mediante la fórmula recursiva: 


An = An: +5 


empezando con a, = 5. Trate de sustituir n = 1, 2, 3, . . . en cada una de estas fórmulas 
para poder observar la manera en que se generan los números en la sucesión. 
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Con frecuencia, usamos sucesiones para modelar fenómenos del mundo real, por 
ejemplo, los pagos mensuales sobre la hipoteca es una sucesión. Exploramos muchas 
otras aplicaciones de las sucesiones en este capítulo y en el Enfoque en el modelado 
de la página 874. 


Otra manera de expresar esta sucesión 
es usar la notación de función: 


aln) = 2n 


de modo que a(1) = 2, (2) = 4, 
d3)=6.... 


Muchos procesos del mundo cotidiano generan listas de números. Por ejemplo, el ba- 
lance en una cuenta bancaria al final de cada mes forma una lista de números cuando 
se rastrea en el tiempo. Los matemáticos llaman a estas listas sucesiones. En esta sec- 
ción estudiamos las sucesiones y sus aplicaciones. 


Sucesiones 
Una sucesión es un conjunto de números escritos en un orden específico: 


Ais Ar, Az, Ags + + + s Uno... 


El número a, se llama primer término, a, es el segundo término y, en general, a, es 
el n-ésimo término. Puesto que para cada número natural n hay un número correspon- 
diente a„, podemos definir a una sucesión como una función. 


Definición de una sucesión 


Una sucesión es una función f cuyo dominio es el conjunto de números natu- 
rales. Los valores f(1), $(2), £(3), . - . son los términos de la sucesión. 


Por lo regular se escribe a, en lugar de la notación de función f(n) para el valor de la 
función en el número n. 
He aquí un ejemplo sencillo de una sucesión: 


2,4,6,8,10,... 


Los puntos indican que la sucesión continúa indefinidamente. Se puede escribir 
una sucesión en esta manera cuando es evidente cuáles son los términos siguien- 
tes. Esta sucesión está formada por números pares. Para ser más exactos, es nece- 
sario especificar un procedimiento para hallar todos los términos de la sucesión. Esto 
se puede efectuar dando una fórmula para el n-ésimo término a, de la sucesión. En 
este caso, 

a, = 2n 


y la sucesión se puede expresar como 
2, 4, 6, E aa 


2n, 
ler. 2o. Ser, 40, n-ésimo 
término término término término término 
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Observe cómo la fórmula a, = 2n da todos los términos de la sucesión. Por ejemplo, 
al sustituir 1, 2, 3 y 4 en n tenemos los primeros cuatro términos: 


a|=2+1=2 a,=2:2=4 
a,=2+3=6 a,=2:+4=8 
Para encontrar el 1030. término de esta sucesión, usamos n = 103 para obtener 
Ai =2+* 103 = 206 


“Ejemplo 1 Cálculo de los términos de una sucesión 


Calcular los primeros cinco términos y el centésimo término de la sucesión definida 
por cada fórmula. 


a) a, = 2n — 1 b) ce, =r- 
D E 
de iio d) r, = 7" 


Solución Para determinar los primeros cinco términos se sustituye n = 1, 2, 3, 4 
y 5 en la fórmula en el lugar del n-ésimo término. Para determinar el centésimo tér- 
mino, se sustituye n = 100. Así se obtiene lo siguiente: 


n-ésimo término Primeros cinco términos Centésimo término 


a) 2n— 1 1,3,5,7,9 199 
b) ni -1 0,3,8,15,24 9999 
j 12345 100 
n+l 23456 101 
E E ME E a 1 
i 2 74 816 32 2100 = 


En el ejemplo 1d) la presencia de (— 1Y' en la sucesión tiene el efecto de hacer que 
los términos sucesivos sean alternadamente negativos y positivos. 

Con frecuencia es útil esbozar una sucesión dibujando una gráfica. Puesto que una 
sucesión es una función cuyo dominio son los números naturales, podemos dibujar la 
gráfica en el plano cartesiano. Por ejemplo, la gráfica de la sucesión 


L+ 157 a 
n 


se muestra en la figura 1. Compárela con la gráfica de 


CE ta a a 


i EA A x 


mostrada en la figura 2. La gráfica de cada una de las sucesiones consiste en puntos 
aislados que no están unidos. 


Las calculadoras que grafican son útiles para analizar las sucesiones. Para trabajar 
con sucesiones en la TI-83, es necesario poner la calculadora en modo Seq como en 
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la figura 3a). Si se ingresa la sucesión u(n) = nf(n + 1) del ejemplo 1c), podemos ver 
los términos usando el comando [ TABLE | como se muestra en la figura 3b). También 
se pueden graficar las sucesiones como se ilustra en la figura 3c). 


1.5 


Plott Plot2 Plot3 
in= 
vun) Bnin) 


Figura 3 0 15 
un) = nfín + 1) a) b) c) 
Encontrar patrones es una parte importante de las matemáticas. Considere una su- 
cesión que empieza 
1,49, 167... 
¿Puede detectar un patrón en estos números? En otras palabras, ¿puede definir una 
No todas las sucesiones se pueden defi- sucesión cuyos primeros cuatro términos sean estos números? La respuesta a esta 
nir mediante una fórmula. Por ejemplo, pregunta parece fácil; estos números son los cuadrados de los números 1, 2, 3, 4. Por 
no hay fórmula conocida para la suce- consiguiente, la sucesión que estamos buscando se define mediante a, = n°. No 
sión de números primos: obstante, esta no es la única sucesión cuyos primeros cuatro términos son 1, 4, 9, 16. 
2,3,5,7, 11, 13, 17, 19,23,... En otras palabras, la respuesta a nuestro problema no es única (véase el ejercicio 78). En 
el ejemplo siguiente interesa encontrar una sucesión obvia cuyos primeros términos 
concuerden con los términos dados. 


"Ejemplo 2 Determinación del n-ésimo término 
de una sucesión 
Determine el n-ésimo término de una sucesión cuyos primeros términos se 
proporcionan. 
LLL... b) —2, 4, -8, 16, -32,... 
Solución 
a) Se puede observar que los numeradores de estas fracciones son los números im- 
pares y los denominadores son los números pares. Los números pares son de la 
forma 2n, y los números impares son de la forma 2n — 1 (un número impar di- 
fiere de un número par en 1). Entonces, la sucesión que tienen estos números en 
sus primeros cuatro términos está representada por 
. 21 
An > 
b) Estos números son potencias de 2 y se alternan de signo, por lo que una suce- 
sión que concuerda con estos términos es 
a, =(-1)2 
Debe comprobar que estas fórmulas generan en verdad los términos dados. n 


Sucesiones definidas recursivamente 


Algunas sucesiones carecen de fórmulas que se definen tan fácilmente como las del 
ejemplo anterior. El n-ésimo término de una sucesión podría depender de algunos o 
de todos los términos que lo preceden. Una sucesión definida de esta manera se lla- 
ma recursiva. He aquí dos ejemplos. 
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"Ejemplo 3: Determinación de los términos de = 


una sucesión definida recursivamente 


Determine los primeros cinco términos de la sucesión definida recursivamente por 
a=1ly 
a, = Aa, + 2) 


Solución La fórmula que define esta sucesión es recursiva. Permite encontrar el 
n-ésimo término a, si se conoce el término precedente a,,..,. Por lo tanto, se puede 
calcular el segundo término a partir del primero, el tercero a partir del segundo, el cuar- 
to término a partir del tercero y así sucesivamente. Puesto que ya tenemos el primer 
término a, = 1, se puede continuar como sigue 

a, = Aa, + 2) = X1 +2)=9 

az = 3a; + 2) = 49 + 2) = 33 

a, = Xa; + 2) = 133 + 2) = 105 

as = Xa, + 2) = 4105 + 2) = 321 
Por lo tanto, los primeros cinco términos de esta sucesión son 

1,9, 33,105328....... a 


Hay que observar que con objeto de determinar el vigésimo término de la sucesión 
del ejemplo 3, es necesario primero encontrar los 19 anteriores. Esto se efectúa con 
más facilidad mediante una calculadora para graficar. En la figura 4a) se ilustra cómo 
introducir los datos de esta sucesión en la calculadora TI-83. A partir de la figura 4b) 
se puede observar que el vigésimo término de la sucesión es aw = 4 649 045 865. 


Ploti Plot? Plot3 ul 20) 
niin=1 4649045865 
tu(n)=3(u(n-1)+2) 
ulnMin)=(1) | 
a) b) 
Figura 4 


udn) = Xidn — 1) + 2), (1) = 1 


“Ejemplo 4 La sucesión de Fibonacci — 


Calcule los primeros 11 términos de la sucesión definida recursivamente 
por F; =1,F,= 1 y 
PS E 


Solución Para calcular F,„ necesitamos encontrar los dos términos precedentes 
Fs 1 y F,, 3. Puesto que ya conocemos F, y Fz, continuamos como sigue. 


E.=F+F =1+1=2 
F,=F,+F,=2+1=3 
Fi¡=F,+F,=3+2=5 
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Es evidente lo que sucede aquí. Cada término es simplemente la suma de los dos 
términos que lo preceden, por lo que con toda facilidad se pueden escribir tantos tér- 
minos como queramos. He aquí los primeros 11 términos. 


1, 1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,.... n 


La sucesión del ejemplo 4 se denomina sucesión de Fibonacci, nombrada así en 
honor del matemático italiano del siglo xm que la utilizó para resolver un problema 
relacionado con la reproducción de los conejos (véase el ejercicio 77). La sucesión 
también se presenta en numerosas situaciones en la naturaleza (véanse las figuras 5 
y 6). En efecto, tantos fenómenos se comportan según la sucesión de Fibonacci que 
una revista sobre matemáticas, el Fibonacci Quarterly sólo se dedica a las propiedades 
de esta sucesión. 


Figura 6 Concha de nautilo 
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Sumas parciales de una sucesión 


En el cálculo infinitesimal, con frecuencia nos interesamos en la suma de los térmi- 
nos de una sucesión. Esto da origen a la definición siguiente. 


Sumas parciales de una sucesión 


En el caso de la sucesión 
Aj, Ary, lr Os Oo. 
las sumas parciales son 
S =a 
$, = a, + a; 
$,=a,+a,+a;, 


S¿= a, + a, + ay + a, 


S,=4,+4,+4,+...+4, 


S, se llama primera suma parcial, S, es la segunda suma parcial y así 
sucesivamente. $, se denomina n-ésima suma parcial. La sucesión S,, $», 
Sa... Sus - - . se denomina sucesión de sumas parciales. 


Ejemplo5 Cálculo de las sumas parciales de una sucesión 


Calcule las primeras cuatro sumas parciales y la n-ésima suma parcial de la suce- 
sión dada por a, = 1/2”. 


Solución Los términos de la sucesión son 


A 
EFE 


TEE 
shio o 
spip = 
sippii 
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Hay que observar que en el valor de cada suma parcial el denominador es una 
potencia de 2 y el numerador una unidad menor que el denominador. En general, la 


n-ésima suma parcial es 
2g l 
S, = > E 
Los primeros cinco términos de a, y S, se grafican en la figura 7. a 
96 Cálculo de las sumas parciales = 
de una sucesión 
Figura 7 Determine las primeras cuatro sumas parciales y la n-ésima suma parcial de la su- 
Gráfica de la sucesión a, y la sucesión cesión dada por 
de las sumas parciales S, 1 1 
E 


Solución Las primeras cuatro sumas parciales son 


s-(1-) ~- 
«-(-p)-(4-5 =- 
spt) 
e) 


¿Detecta un patrón aquí? Claro. La n-ésima suma parcial es 


S,=1- 


Notación sigma 
Dada una sucesión 
41, 47, Ay, lgs.. 


se puede escribir la suma de los primeros n términos usando la notación de suma o 
que terminamos notación sigma. Esta notación toma su nombre de la letra griega mayúscula Y, que 
conk= n. equivale a la S de “suma”. La notación sigma se usa como sigue: 


Esto significa » DE tQ e 
== Ya =0a+40,+403+44+: +a, 


k=] 


empezamos El lado izquierdo de la expresión quiere decir “La suma de a, desde que k = 1 hasta 

conk=1, k = n”. La letra k se llama índice de suma o variable de la suma, y la idea es 
reemplazar k de la expresión después de sigma por los enteros 1, 2, 3, . . . , n, y sumar 
las expresiones resultantes, para llegar a obtener el lado derecho de la ecuación. 
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Las siguientes propiedades de las sumas son consecuencias naturales de las pro- 
piedades de los números reales. 


Propiedades de las sumas 


Sean a;, az, A3, Ay, . . . Y bj, ba, by, ba, .... sucesiones. Entonces para todo entero 
positivo n y cualquier número real c, se cumplen las siguientes propiedades. 


E $ (ax + bo) - Has + S», 
2. S (a, bi) E E So, 
kai k=l k=l 


3. Sa = el Sa) 


= Demostración Para demostrar la propiedad 1, escribimos el primer miembro 
de la ecuación como 


S (a, + bi) = (a, + b,) + (a, + bz) + (ay + b3) +++: + (a, + bn) 
Feri 


Puesto que la adición es conmutativa y asociativa, podemos reacomodar los térmi- 
nos en el segundo miembro para tener 


Y (a, + b1) = (a, +a, +a, +++ + a,) + (b, +b, +b, +> +b,) 
k= 
Al volver a escribir el segundo miembro aplicando la notación sigma obtenemos 
la propiedad 1. La propiedad 2 se demuestra de manera similar. Para demostrar la 
propiedad 3, usamos la propiedad distributiva: 


A 
S ca, = ca, + ca, + caz +++ + can 
k=1 


=da +a, +a, +: +a) = e| Sa) 3 


1-10 = Determine los primeros cuatro términos y el centésimo 11-16 = Calcule los primeros cinco términos de la sucesión 
término de la sucesión. definida recursivamente. 
La, =n+1 2. a, =2n +3 11. a, = Aa,-,- 2) y a =3 

1 an- 
Y S 7 4a=re+1 Lha=> y a=-8 

-])" 13. a, = 2a,., + 1 a=1 
PON. 1) Eat n i y a 

n n 

14, a, = ES y a=1 
= =- = ( aa A an-ı 

diia i e a e n+1 15, a, = ani tan y a=1,0,=2 


10. a, = 3 16. a, =4,-¡+4,-3+4,-3 y a4=a,=a=1 


17-22 = Por medio de una calculadora para graficar ejecute 
lo siguiente. 

a) Determine el décimo término de la sucesión. 

b) Grafique los primeros 10 términos de la sucesión. 

17. a, = 4n +3 18. a,=n+n 


19. a, = 20. a, = 4 - A-1) 


1 
21. a, = — ay =2 
an Pa y 4 


22. a, = “ha y 4=1,0=3 


23-30 = Determine el n-ésimo término de la sucesión cuyos 


primeros términos se proporcionan. 

23. 2,4,8,16,... 24-14-47... 
25. 1,4,7, 10, ... 26. 5, -25, 125, -625, , 
2.1152, 42.... 28.145... 


29. 0,2,0,2,0,2,... 30. 1,413,151... 


31-34 * Calcule las primeras seis sumas parciales S,, Sa, Sy, Sa, 
Ss, Ss de la sucesión. 


LA 


LA EE 
PPEP 


E A 


344 1,11, 1. 


35-38 * Calcule las primeras cuatro sumas parciales y la n-ésima 
suma parcial de la sucesión a,,. 


2 1 1 
5 as POEMA 
37. a, = Va- Va Fi 
38. a, = g —) [Sugerencia: aplique una propiedad de 


los logaritmos para expresar el n-ésimo término como una 


39. Se 4. Y k? 
kmj k=] 
3 1 100 
41. Èi 42. 21y 
43. Sí + (-1)] 44, S 10 
45. Sa 46. Se 
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Y 47-52 = Mediante una calculadora para graficar evalúe las 


sumas. 
47. Se 48. $ (k+ 4) 
izi ka 
20 de S 15 1 
a LTD M ET 
2 100 (—1] 
š S (-1)'2n 52. y 


53-58 * Escriba la suma sin usar la notación sigma. 


53. Y vi . $2 
Ei jo 2i + 1 
ss. $ VEFA 56. Y kk + 3) 

fa Pr 
57. Şe 58. Syw 
E jm 


59-66 * Escriba la suma mediante la notación sigma. 


59. 14+2+3+4+---+ 100 
60, 2+4+6+---+20 6L P+2+3+---+10 
1 7 a 1 1 1 
y — -_ — + l 4 [MlM 
TTi 3in3 4In4 5in5 100 In 100 
l 1 l 1 
— — — s.. $ 
MiS ma 999 - 1000 
YI. VE. 43 Vn 
A — ++ = tIl 
E E E n 
65. 1+x+ tetet 
66. 1 — 2x +3 - 4r +5 +++. — 1001 


67. Encuentre una fórmula para el n-ésimo término de la 

sucesión 
v2, VW2W2, V2V2V2, VW2V2V2v2,... 
[Sugerencia: escriba cada uno de los términos como una 
potencia de 2.] 

E 68. Defina la sucesión 

4 (£ + v5 - (1 - ur) 

v5 r 


Utilice el comando [Tate ] de una calculadora para graficar 
con el fin de determinar los primeros 10 términos de esta 
sucesión. Compare con la sucesión de Fibonacci F,. 


G, = 


Aplicaciones 


69. Interés compuesto Julio deposita 2000 dólares en una 
cuenta de ahorros que paga un interés de 2.4% al año, com- 
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En esta sección se trata un tipo especial de sucesión, llamada sucesión aritmética. 


Sucesiones aritméticas 


Quizá la manera más sencilla de generar una sucesión es empezar con un número a 
y añadirle una constante fija d, una y otra vez. 


Definición de una sucesión aritmética 


Una sucesión aritmética es una sucesión de la forma 
aa+dja+?2d, a+3d,a+4d,... 


El número a es el primer término, y d es la diferencia común de la suce- 
sión. El n-ésimo término de una sucesión aritmética está dado por 


a, = a +(n- 1d 


El número d se llama diferencia común porque cualquier par de términos conse- 
cutivos de una sucesión aritmética tiene una diferencia de d. 
Ejemplo 1 Sucesiones aritméticas 
a) Sia =2yd= 3, entonces tenemos la sucesión aritmética 
DE AA A 
o bien, 23581: 
La diferencia de dos términos consecutivos cualquiera de esta sucesión es d = 3. 
El n-ésimo término es a, = 2 + 3(n — 1). 
b) Considere la sucesión aritmética 
9,4, -1,-6.- Ii. 


En este caso, la diferencia común es d = —5. Los términos de una sucesión 
aritmética disminuyen si la diferencia común es negativa. El n-ésimo término 
es a, = 9 — Sn — 1). 

c) La gráfica de la sucesión aritmética a, = 1 + 2n — 1) se muestra en la figura 1. 
Observe que los puntos de la gráfica quedan en la recta de pendiente d = 2. 


Matemáticas en el 


mundo moderno 
División justa de bienes 
Dividir un bien en forma justa en- 
tre una cierta cantidad de personas 
es de gran interés para los matemá- 
ticos. Entre los problemas de esta 
naturaleza se encuentran dividir 
el presupuesto nacional, tierras en 
disputa o los bienes en los casos de 
divorcio. En 1994, Brams y Taylor 
encontraron un camino matemáti- 
co para dividir en forma justa las 


| cosas. Su solución se ha aplicado 


a los problemas de división en la 
ciencia política, procedimientos le- 
gales y otras áreas. Para entender el 
problema, considere el ejemplo si- 


el resultado de la división. Solu- 
ción: A tiene que llegar a dividir la 
propiedad en dos partes, y luego B 
tiene que llegar a elegir la parte que 
quiere. Puesto que A y B tomaron 
parte en el proceso de división, 
cada uno debe estar satisfecho. La 
situación se vuelve más complica- 
da cuando son tres o más personas, 
y es aquí donde entran los matemá- 
ticos. Dividir las cosas en forma 
justa requiere mucho más que sólo 


cortar las cosas a la mitad; se tiene 


que tomar en cuenta el valor relati- 
vo que cada persona da a la cosa 
que va a ser dividida. Una de las 
historias que aparecen en la Biblia 
ilustra con claridad estas situacio- 
nes: dos mujeres se presentan ante 
el rey Salomón. Cada una afirmaba 
ser la madre de un niño recién na- 
cido, La solución del rey Salomón 
fue ¡dividir el niño a la mitad! La 
madre real, quien valoraba al niño 
más que nadie, inmediatamente de- 
sistió de sus afirmaciones con el fin 
de salvar la vida del niño. 

Las soluciones matemáticas 
para los problemas de la división 
justa se han aplicado recientemen- 
te en un tratado internacional, la 
Convention on the Law of the Sea. 


Si un país quiere sacar provecho 


de una parte del fondo del mar, 
(continúa) 
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Una sucesión aritmética está definida por completo con el primer término a y la 
diferencia común d. Por lo tanto, si conocemos los dos primeros términos de una su- 
cesión aritmética, entonces podemos encontrar una fórmula para el n-ésimo término, 
como se muestra en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 2 Determinación de términos 
de una sucesión aritmética 


Determine los primeros seis términos y el término número 300 de la sucesión 
aritmética. 
Lo dos ESAR 


Solución Puesto que el primer término es 13, tenemos que a = 13. La diferencia 
común es d = 7 — 13 = —6. Por lo tanto, el n-ésimo término de la sucesión es 


a, = 13 — 6(n — 1) 
A partir de lo anterior encontramos los primeros seis términos: 
13,7,1,=3, 11, Mic... 
El tricentésimo término es a3% = 13 — 6(299) = —1781. a 


En el ejemplo siguiente se muestra que una sucesión aritmética queda definida del 
todo por dos términos cualesquiera. 


“Ejemplo 3 Determinación de los términos 
de una sucesión aritmética 
El término décimoprimero de una sucesión aritmética es 52, y el término décimo- 
noveno es 92. Calcule el término milésimo. 
Solución Para determinar el n-ésimo término de esta sucesión es necesario en- 
contrar a y d de la fórmula 
a, =a + (n-— 1) 
A partir de esta fórmula tenemos 
ay =a+(11 — 1)d = a + 10d 
ay =a + (19 — ld =a+ 18d 
Puesto que a;, = 52 y a; = 92, planteamos las dos ecuaciones: 
Fe 10d 
92 = a + 18d 
Al resolver el sistema y determinar a y d, obtenemos a = 2 y d = 5. (Compruébelo.) 
Por lo tanto, el n-ésimo término de esta sucesión es 
a, =2 + S(n — 1) 
El milésimo término es aio = 2 + 5(999) = 4997. n 


Sumas parciales de sucesiones aritméticas 
Suponga que queremos hallar la suma de los números 1, 2, 3, 4, . . . , 100, es decir, 


Cuando el famoso matemático C. F. Gauss era un escolar, su maestro planteó este 
problema a la clase, con lo cual esperaba que los mantendría ocupados un buen tiem- 
po. Pero Gauss respondió casi de inmediato. Su idea fue la siguiente: puesto que 
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Ejemplo 4 Determinación de una suma parcial 
de una sucesión aritmética 
Calcule la suma de los primeros 40 términos de la sucesión aritmética 
3,7, 11,15; ... 
Solución Por lo que se refiere a esta sucesión aritmética, a = 3 y d = 4. Si apli- 
camos la fórmula 1 para la suma parcial de una sucesión aritmética, obtenemos 


= 9[2(3) + (40 — 1)4] = 20(6 + 156) = 3240 s 


Ejemplo 5 Determinación de una suma parcial 
de una sucesión aritmética 


Encuentre la suma de los primeros 50 números impares. 

Solución r A A A r a a 2. 
El n-ésimo término es a, = 1 + 2(n — 1) = 2n — 1, de modo que el quincuagésimo 
número impar es as, = 2(50) — 1 = 99. Al sustituir en la fórmula 2 de la suma 
parcial de una sucesión aritmética, obtenemos 


So =so(* tte) = 50(25%) = so-so = 2500 a 
Ejemplo 6 Determinación de la capacidad — 
de asientos en un auditorio 


Un auditorio tiene 50 filas de asientos con 30 lugares en la primera fila, 32 en la se- 
gunda, 34 en la tercera, y así sucesivamente. Calcule la cantidad total de asientos. 


Solución La cantidad de asientos en las filas forman una sucesión aritmética con 
a = 30 y d = 2. Puesto que hay 50 filas, la cantidad total de asientos es la suma 
so = $[2(30) + 49(2)]  5,= >[2a + (n— Md] 
= 3950 


Por lo tanto, el auditorio tiene 3950 asientos. E 


Ejemplo 7 Determinación del número de términos 
en una suma parcial 


¿Cuántos términos de la sucesión aritmética 5, 7, 9, . . . se tienen que sumar para te- 
ner 572? 


Solución Se nos pide encontrar n cuando S, = 572. Al sustituir a = 5, d = 2 y 
S, = 572 en la fórmula 1 de la suma parcial de una sucesión aritmética, obtenemos 


572 = 312: +(n-1)2] 5,=3[28+(n-4) 
572 = 5n + n(n — 1) 
0 = nm? + 4n — 572 
0 = (n — 22)(n + 26) 
Esto da n = 220 n = —26. Pero como n es el número de términos en la suma parcial, 
debemos tener entonces n = 22, a 
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Aplicaciones 


57. Depreciación El valor de compra de una computadora 
de oficina es 12 500 dólares. Su depreciación anual es 
1875 dólares. Encuentre el valor de la computadora des- 
pués de 6 años. 

58. Postes apilados Los postes para teléfono se almacenan 
apilados con 25 postes en la primera capa, 24 en la segunda 
y así sucesivamente. Si hay doce capas, ¿cuantos postes para 
teléfono hay apilados? 


59. Incrementos al salario Un hombre obtiene un empleo 
con un salario de 30 000 dólares al año. Le prometieron 
2300 dólares de aumento anual en los años siguientes. 
Calcule el total de lo ganado en un periodo de 10 años. 

60. Autocinema Un autocinema tiene espacio para 20 auto- 
móviles en la primera fila de estacionamiento, para 22 en 
la segunda, para 24 en la tercera y así sucesivamente. Si hay 
21 filas en el autocinema, calcule la cantidad de automóviles 
que pueden estacionarse. 

61. Lugares en el teatro Un arquitecto diseña un teatro 
con 15 asientos en la primera fila, 18 en la segunda, 21 en la 
tercera y así sucesivamente. Si el teatro va a tener una capa- 
cidad de 870, ¿cuántas filas debe considerar el arquitecto en 
su diseño? 

62. Caída de una pelota Cuando se deja caer libremente un 
objeto cerca de la superficie terrestre, la fuerza de la grave- 
dad es tal que el objeto cae a 16 pies en el primer segundo, 
a 48 pies en el siguiente segundo, a 80 pies en el siguiente 
segundo y así sucesivamente. 

a) Encuentre la distancia total que la pelota recorre en 6 s. 
b) Determine una fórmula de la distancia total que la pelota 
recorre en n segundos. 


63. Los doce días de la época de Navidad En la tan bien 
conocida canción “The Twelve Days of Christmas”, una 
persona le da a su amada k regalos en el k-ésimo día durante 
cada uno de los doce días de la época de Navidad. Asimismo, 
la persona da otra vez regalos idénticos a los ya entregados 
en cada día posterior. Por lo tanto, en el día 12, la amada re- 
cibe un regalo por el primer día, dos regalos por el segundo 
día, tres regalos por el tercer día y así sucesivamente, De- 
muestre que la cantidad de regalos recibida en el decimose- 
gundo día es una suma parcial de una sucesión aritmética. 
Calcule la suma. 


Descubrimiento + Debate 


64. Media aritmética La media aritmética o promedio de 
dos números a y bes 


atb 
2 


Observe que m es la misma distancia desde a como desde b, 
de modo que a, m, b es una sucesión aritmética. En general, 
Si My, Mhz, ... , Me están igualmente separadas entre a y b 
de modo que 


a, Mi, My ..., My b 


es una sucesión aritmética, entonces mj, My .. 

llaman k medias aritméticas entre a y b. 

a) Inserte dos medias aritméticas entre 10 y 18. 

b) Inserte tres medias aritméticas entre 10 y 18 

c) Suponga que un médico necesita incrementar la dosis 
de un cierto medicamento para un paciente. Necesita 
pasar de 100 mg a 300 mg por día, repartidos en cinco 
pasos iguales. ¿Cuántas medias aritméticas tiene que 
insertar entre 100 y 300 para obtener la progresión de 
dosis diaria, y cuáles son esas medias? 


+ My Se 


En esta sección estudiamos las sucesiones geométricas. Este tipo de sucesiones se 
presenta a menudo en aplicaciones de finanzas, crecimiento de la población y otros 
campos. 


Sucesiones geométricas 


Recuerde que una sucesión aritmética se genera cuando añadimos repetidamente 
un número d a un término inicial a. Una sucesión geométrica se genera cuando em- 
pezamos con un número a y multiplicamos en forma repetida por una constante r, 
no cero y fija. 
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Definición de sucesión geométrica 


Una sucesión geométrica es una sucesión de la forma 


a, ar, ar? ar ar”... 


El número a es el primer término y r es la razón común de la sucesión. El 
n-ésimo término de una sucesión geométrica lo da 


a, = ar” 


El número r se llama razón común porque la proporción de dos términos consecu- 
tivos cualquiera de la sucesión es r. 
Ejemplo 1 Sucesiones geométricas = 
a) Sia = 3 y r = 2, entonces tenemos la sucesión geométrica 
Si: 3 DE SN Y, 
o bien 3, 6,12, 24,48,... 


Observe que la razón de dos términos consecutivos cualquiera es r = 2. El 
n-ésimo término es a, = 3(2)""', 
b) La sucesión 


2,10, 50,200, 1230. ..... 


es una sucesión geométrica con a = 2 y r = —5. Cuando r es negativa, los 
términos de la sucesión tienen signos alternados. El n-ésimo término es 
a, = A(-5)""!. 

c) La sucesión 

LT 

>. dee 7 UE > O 
es una sucesión geométrica con a = 1 y r = |. El n-ésimo término es 
a, = 1) 

d) La gráfica de la sucesión geométrica a, = j+2"”' se muestra en la figura 1. 
Obsérvese que los puntos de la gráfica quedan en la gráfica de la función expo- 
nencial y = +2", 

Si 0 < r < 1, entonces los términos de la sucesión geométrica ar””' disminuye, pero 

si r > 1, entonces los términos se incrementan. (¿Qué sucede si r = 1?) a 


Las sucesiones geométricas se presentan en forma natural. He aquí un ejemplo 
simple. Suponga que una pelota es tan elástica que cuando se deja caer rebota un 
tercio de la distancia desde donde cayó. Si esta pelota se deja caer desde una altura 
de 2 m, entonces rebota a una altura de 2(1) = ¿ m. En un segundo rebote, llega a una 
altura de (3)(3) = ¿ m, y así sucesivamente (véase la figura 2). Por lo tanto, la altura A, 
que la pelota alcanza en su n-ésimo rebote está dada por la sucesión geométrica 


h, = 30)" =20) 


Se puede determinar el n-ésimo término de una sucesión geométrica si conocemos 
dos términos cualquiera, como se muestra en el ejemplo siguiente. 
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Para encontrar una fórmula para S„, multiplicamos S, por r y restamos de S,,: 
S, =a+ar+ar?+ar? + art +e ar! 
rS, = ar + ar? + ar? + art + +++ + ar" + ar" 


Sa — rS, = a — ar" 


Entonces, S- r) = a(1 — r") 
a(l - r") 
E T (r+ 1) 


Este resultado se resume en el siguiente recuadro. 


Sumas parciales de una sucesión geométrica 


En el caso de la sucesión geométrica a, = ar””?, la n-ésima suma parcial 
S,=a+ar+ar+ar+ar++-«+ar? (rl) 


se obtiene mediante 
l- y? 


l-r 


S, =4 


“Ejemplo 4 Determinación de una suma parcial 
de una sucesión geométrica 
Calcule la suma de los primeros cinco términos de la sucesión geométrica 
1, 0.7, 0,49, 0.343, .... 
Solución La suma requerida es la suma de los primeros cinco términos de una 
sucesión geométrica en la que a = 1 y r = 0.7. Si usamos la fórmula de $, con 
n = 5, obtenemos 
1 — (0.7) 
1-07 
Por lo tanto, la suma de los primeros cinco términos de esta sucesión es 2.7731 œ 


Ss = 1 = 2.7731 


Ejemplo5 Determinación de una suma 
parcial de una sucesión geométrica 
$ 

Calcule la suma Y 7(-3). 

ko! 


Solución La suma dada es la quinta suma parcial de una sucesión geométrica en 
donde a = 1(—4) = —E y razón común r = —ł. Por consiguiente, de acuerdo con 
la fórmula de S,, tenemos 


M1 14 1+2%_ 770 


A e: e E EE a 
¿Qué es una serie infinita? 
Una expresión de la forma 


ditai tartay te 


